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КОМП’ЮТЕРНІ МЕТОДИ ПОБУДОВИ 
ПАРАМЕТРИЧНИХ СТАТИСТИЧНО ЕКВІВАЛЕНТНИХ МОДЕЛЕЙ 
МІКРОСТРУКТУРИ ВИСОКОМІЦНОГО ЧАВУНУ 
ДЛЯ АНАЛІЗУ ЙОГО ПРУЖНИХ ХАРАКТЕРИСТИК1

Аналіз мікроструктури матеріалу є однією з важливих частин контролю якості виготовленої про-
дукції. Дослідження мікроструктури дає змогу отримати інформацію про стан матеріалу з оцін-
кою зображення його структури і не потребує додаткового обладнання для проведення випробувань 
і створення зразка. В роботі проводиться аналіз чавуну з включеннями сфероїдального графіту. Цей 
матеріал знайшов широке застосування у машинобудуванні. Використання високоміцного чавуну під 
час виробництва відповідальних вузлів: осей підвіски, шатунів, зубчастих коліс, розподільних валів, 
елементів гальмування – сприяє зниженню енерговитрат і здешевленню кінцевого продукту.

У роботі пропонуються комп’ютерні методи побудови параметричних статистично еквівалент-
них моделей мікроструктури чавуну з включенням графіту сфероїдальної форми. Аналізуються мета-
лографічні зображення матеріалу засобами бібліотеки комп’ютерного бачення OpenCV. Виявляються 
контури, що охоплюють графітові включення у фериті. Робиться припущення, що графіт має форму 
кола. Проводиться апроксимація показників дисперсії та математичного очікування радіусів для зна-
ходження залежності розмірів включень від їхньої концентрації. Ця залежність дає змогу реалізувати 
генерацію статистично еквівалентної штучної мікроструктури чавуну. Для знаходження пружних 
характеристик матеріалу будується скінчено елементна модель. Для проведення обчислень вважа-
ється, що ферит – це ізотропний матеріал, а графіт – має гексагональну структуру кристалічної 
решітки. Напружений стан розглядається на основі плоских моделей.

Проводиться 200 чисельних експериментів для 17-ти значень різноманітних концентрацій вклю-
чень. Отримані результати для пружних констант статистично усереднені, та встановлюються 
залежності коефіцієнта Пуассона, модуля пружності та зсуву від концентрації включень. Для оцінки 
достовірності отримані значення порівнюються з даними, отриманими за допомогою правила суміші. 
Результати застосування правила підтверджують коректність побудованих моделей. Однак верхня 
межа довірчого інтервалу перевищує верхню оцінку модуля пружності. Це пояснюється складністю 
реальних властивостей графіту, та не можливістю врахування орієнтації головних осей кристалів 
графіту, відповідно до правила суміші. Тому порівняння відбувається лише за середніми значеннями.

Ключові слова: високоміцний чавун, мікроструктура, обробка зображень, метод скінченних 
елементів, властивості матеріалу.

Постановка проблеми. Використання мате-
ріалів із складною внутрішньою будовою (різно-
манітні метали та сплави, композитні матеріали 
та ін.), потребують детального вивчення їх вну-
трішньої будови. Для розуміння поведінки кон-
струкції під час експлуатації, необхідно знати 
механічні властивості матеріалу та граничні зна-
чення напружень, при яких можлива безвідмовна 

робота. Оцінюючи внутрішню структуру зразка 
на мікрорівні, широко використовується метод 
аналізу зображення мікроструктури. Одним з 
матеріалів, який знайшов застосування у машино-
будуванні є високоміцний чавун. Його використо-
вують у відповідальних вузлах, таких як: зубчасті 
колеса, коробка передач, важелі підвіски та ін. 
Основною особливістю такого чавуну є відносно 
проста мікроструктура На рис. 1 наведено мікро-
структуру високоміцного чавуну, що має феритну 
основу з включенням зернистого графіту, згрупо-
ваного у сферичну форму.

1 Робота виконана за підтримки МОН України в межах реалізації 
науково-дослідної роботи «Розроблення методів математичного 
моделювання поведінки нових і композиційних матеріалів для 
оцінки ресурсу та прогнозування надійності елементів конструкцій» 
(№ ДР 0117U004969).
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Відомі декілька основних підходів аналізу 
макроструктури матеріалу. До першої групи [1–6] 
належать експериментальні чи прямі дослідження. 
Для них необхідно створити зразок шляхом попе-
редньої обробки та провести експеримент із при-
кладанням механічного навантаження [4–6], 
температури [1–2] чи інших зовнішніх факто-
рів. За результатами експериментів аналізуються 
показники міцності, пружності, пластичності та 
робиться висновок, який вплив має відповідна 
мікроструктура на: розвиток тріщини [1], фазовий 
склад [2], твердість досліджуваного зразка [6].

Другу групу досліджень [7–13] об’єднує засто-
сування технологій комп’ютерного бачення. Роз-
пізнавання образів зображення використовують 
для: класифікації структури за відповідними 
ознаками [7; 10]; оцінки кількості дефектів (виро-
джених графітових вузликів [8]); сегментації 
складних мікроструктур [11], знаходження розмі-
рів частинок і розподілу їх на площині, а також 
застосовуються як вхідні дані для тренування 
нейронних мереж для прогнозування властивос-
тей матеріалу відповідно до зображення його 
мікроструктури [12–13].

Як ще один напрям аналізу варто відмітити 
роботи [14–18], що пропонують моделювати дослі-
джувану мікроструктуру засобами методу скінче-

них елементів. Однак геометрія структури часто 
переноситься у скінченну модель повністю із 
зображення чи занадто спрощується, що обмежує 
застосування методу лише відповідною концентра-
цією та характером розміщення включень.

У роботі пропонується створити методику для 
досліджень мікроструктури без додаткового про-
ведення натурного експерименту, використати 
переваги комп’ютерного бачення для розпізна-
вання мікроструктури. Запропонована методика 
спирається на генерацію статистично еквівалент-
ної геометрії мікроструктури, не прив’язуючись 
до конкретного зображення. Включає аналіз 
напружено деформованого стану та еквівалентних 
пружних констант методом скінчених елементів.

Постановка завдання. За вихідні дані у роботі 
беруться зображення мікроструктури високоміц-
ного чавуну із ГОСТ (рис. 2) [19]. Розглянуто 
п’ять випадків концентрації шаровидного графіту 
у матеріалі: ШГ2 (2%), ШГ4 (4%), ШГ6 (6%), 
ШГ10 (10%), ШГ12 (12%), для виявлення залеж-
ності параметрів міцності досліджуваного матері-
алу від концентрації і розмірів включень графіту.

Робота передбачає моделювання структури 
високоміцного чавуну синтетичним шляхом, опира-
ючись на дійсні зображення його мікроструктури. 
Необхідно враховувати можливість випадкового 

Рис. 1. Види мікроструктури високоміцного чавуну [19]

Рис. 2. Мікроструктура високоміцного чавуну[19]
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розташування включень на площині, та розглянути 
можливість варіації їх концентрації в залежності 
від розмірів графіту. Визначити пружні властивості 
досліджуваного матеріалу шляхом моделювання 
скінчено елементної моделі. Отримати характе-
ристики модуля пружності, зсуву та коефіцієнта  
Пуассона, як функції концентрації включень.

Обробка зображень. Обробка зображень 
мікроструктури реалізується на високорівневій 
мові програмування Python з використанням біблі-
отеки комп’ютерного бачення OpenCV. Алгоритм 
обробки зображень включає поступові кроки. 
На першому кроці зроблена бінаризація – заміна 
вхідного три-канального кольорового зображення 
чорно-білим. Виявлені порогові значення та реа-
лізовано приведення кожного пікселя до відпо-
відного кольору. Далі проводиться операція роз-
миття (blurring) та морфологічні перетворення 
ерозії (opening) та дилатації (closing). Набір цих 
операцій дозволяє позбутись шумів та виконати 
фільтрацію зображення мікроструктури чавуну, 
для видалення невеличких темних плям графіту 
у фериті, та навпаки, закриття світлих отворів у 
графіті. Результати обробки вхідних зображень 
наведено на рис. 3.

Наступний крок аналізу зображень полягає у 
виявленні границь переходу від одного типу мате-
ріалу до іншого. Популярним алгоритмом для 
вирішення цієї проблеми виступає – Canny Edge 
Detection, багатоступінчатий алгоритм бібліотеки 
OpenCV [20]. Він поєднує у собі декілька кроків: 
зменшення шуму, пошук градієнта інтенсивності 
зображення, немаксимальне придушення (тобто 
перевірка кожного пікселя зображення на локаль-
ний максимум у напрямку градієнта), поріг гісте-

резису (виявляє «впевнені границі» та відкидає не 
допустимі ребра). У OpenCV зазначений алгоритм 
реалізовано у функції cv2.Canny(), аргументами 
якої виступають вхідне зображення, мінімальне 
та максимальне значення порогу, та розмір ядра 
Собеля, який використовується для пошуку граді-
єнтів зображення [21].

Під час дослідження мікроструктури високо-
міцного чавуну робиться припущення, що гра-
фітні включення мають форму кола, тому пошук 
охоплюваного контуру здійснювався за допомо-
гою функції minEnclosingCircle (коло мінімаль-
ного розміру, що повністю оточує об’єкт). Для 
кожної такої ділянки розраховується площина та 
знаходиться центр мас, який, у свою чергу, при-
ймається за центр знайденого кола. Результат зна-
ходження контуру, що відділяє включення гра-
фіту, зображений на рис. 3, г.

Генерація статистично еквівалентної мікро-
структури шаровидного чавуну можлива завдяки 
встановленню залежності розмірів включень від 
їх концентрації. Для кожного випадку концен-
трації отримано дані щодо кількості та розмі-
рів включень графіту на площині. Розраховано 
середнє значення та розкид випадкової величини 
відносно її математичного очікування.

За наявності даних математичного очікування, 
дисперсії радіусів включень та про їхню кількість на 
одиницю площини описується функція залежності 
розміру включень від концентрації. Використовуючи 
модуль optimize.curve_fit бібліотеки SciPy прово-
диться апроксимація. Через коефіцієнти апроксима-
ції вищезазначені показники функцій концентрації 
набувають вигляду (1). Графік залежності матема-
тичного очікування радіусів М[R] та їхня дисперсія 

Рис. 3. Обробка зображень мікроструктури чавуну:  
а – вхідне зображення; б – процедура розмиття;  

в – морфологічні перетворення; г– визначені контури включень
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D[R] наведено на рис. 4. Щільність розподілу графіту 
залежно від розміру радіуса включень та їхньої кон-
центрації на площині зображено на рис. 5.

М[R] = 18,308⋅(ψ – 0,048)) 0,123;

D R[ ]�  = 9,683⋅(ψ – 0,045)) 0,314            (1)

Рис. 4. Залежність розміру включень  
від їх концентрації

Рис. 5. Щільність розподілу включень графіту

Для підтвердження якості запропонованої 
апроксимації розраховується коефіцієнт детер-
мінації. Для математичного очікування радіусів 
включень: R2

M = 0.988, для дисперсії – R2
D = 0.943, 

це свідчить про достатньо високу якість запропо-
нованої моделі.

Генерація статистично еквівалентної штуч-
ної мікроструктури.

Для генерації штучної мікроструктури шаро-
видного чавуну робиться припущення, що харак-
тер включень підкорюється нормальному закону 
розподілу випадкової величини (2). Засобами 
бібліотеки NumPy реалізується алгоритм випад-
кової генерації радіусів включень методом numpy.
random.normal. Як параметри функції виступа-
ють: математичне очікування та дисперсія радіу-
сів згідно з формулою (1).
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де R – радіус включень; M[R] – математичне 
очікування розмірів включень; D[R] – дисперсія 
радіусів включень графіту.

Запропонована схема формує радіуси включень 
графіту випадковим шляхом до тих пір, поки їх 
сумарна площа, поділена на задану площу зобра-
ження, менша за бажану концентрацію (3). Кіль-
кість таких радіусів N, визначається згідно з (4),  
де N – кількість радіусів R; ψ – бажана концентра-
ція графіту у чавуні; S – загальна площа досліджу-
ваної мікроструктури; M[R] – математичне очіку-
вання розмірів включень.
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Рис. 6. Штучно змодельована мікроструктура високоміцного чавуну  
з відповідною концентрацією: а – ψ = 0,054 ; б – ψ = 0,1 ;  

в – ψ = 0,1854 долі концентрації
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Розміщення радіусів на площині модельова-
ної мікроструктури чавуну відбуваються також 
випадково, та реалізується функцією рівномір-
ного розподілу величини – numpy.random.uniform. 
У ролі параметрів виступають заздалегідь задані 
розміри зображення. Однак вводяться обмеження, 
стосовно яких не дозволяється перетин кіл гра-
фіту, та заборона дотичності радіусів до контуру 
мікроструктури. Перше обмеження обумовлене 
фізикою формування зерен графіту, а друге – 
технологією подальшого обчислення. Результат 
штучної генерації мікроструктури шаровидного 
графіту зображено на рис. 6.

Скінчено елементна модель. Побудова 
скінчено елементної моделі основана на геоме-
трії (рис. 6), отриманої після штучної генерації 
мікроструктури чавуну. Для побудови скінчено 
елементної сітки використовується двомірний 
8-вузловий скінченний елемент з двома степе-
нями свободи у кожному вузлі. Результат роз-
биття на сітку скінченних елементів зображено 
на рис. 7. Для проведення обчислень вважається, 
що ферит  – це ізотропний матеріал, у табл. 1 
наведені його механічні властивості, тоді як гра-
фіт – має гексагональну структуру кристалічної 
решітки, відповідні пружні константи наведено 
у табл. 2.

Рис. 7. Скінчено-елементна модель мікроструктури 
чавуну для випадку концентрації включень 0,1 долі

Таблиця 1
Властивості матеріалу фериту

E, GPa ν
210 0.3

Таблиця 2
Властивості матеріалу графіту

Ex, Ez, 
GPa

Ey, 
GPa νxy νyz νxz

Gxy, Gxz, 
GPa

Gyz, 
GPa

1025 36 0.34 0.012 0.16 0.18 4.35

Виходячи на макрорівень, структурні еле-
менти вважаються однорідними анізотропними 
матеріалами з усередненими пружними харак-
теристиками. Фізичні залежності анізотропного 
матеріалу у загальному випадку анізотропії 
мають вигляд (5).

ε σij ijkl klA= , (i, j, k, l = 1,2,3),             (5)

де Aijkl – пружні константи еквівалентного 
однорідного матеріалу; σ ij , ε ij  – середнє зна-
чення деформації та деформація, визначена як 
інтеграл по об’єму (6).

σ σij ij
VV

dV= ∫
1 ;     ε εij ij

VV
dV= ∫

1 .                (6)

У більшості випадків структура досліджува-
ного матеріалу має відповідну симетрію, тому 
усереднення пружних властивостей дозволяє 
розглядати такий матеріал, як ортотропний.  
У випадку, коли у координатних площинах при-
йнята система координат паралельна площинам 
симетрії пружних властивостей ортотропного 
матеріалу, закон Гука можна представити у 
матричній формі (7) [17].
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У технічних програмах часто використовують 
такі позначення:
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де Ex, Ey, Ez – модуль Юнга; νxy, νyz, νxz – коефі-
цієнт Пуасона; Gxy, Gxz, Gyz – модуль зсуву.

За досліджуваний зразок беруться плоскі 
штучно змодельовані зображення мікро-
структури чавуну, тому правильним буде роз-
раховувати напружений стан на основі плос-
ких моделей. Тому модернізуємо формулу (7) 
для випадку напруженого стану площини.  
Тоді закон Гука, записаний через константи (8) 
прийме вигляд (9):
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Отримано симетричну матрицю, для знахо-
дження всіх констант необхідно виконати чотири 
числові експерименти. На рис. 8 зображена схема 
навантаження моделі, результати якої дозволяють 
створити систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно коефіцієнта Пуассона, модуля пруж-
ності та зсуву.

Результати дослідження мікроструктури 
чавуну. На рис. 8 зображені результати напру-
жено деформованого стану мікроструктури висо-
коміцного чавуну із включенням сферичного гра-
фіту за чотирма видами навантаження. Вважаючи 
орієнтацію включень довільною, необхідно про-
водити серію числових експериментів, для отри-
мання пружних констант. 

Не маючи точних даних, відносно направле-
ності включень, прийнято рішення застосовувати 
метод Монте-Карло, для визначення можливих 
варіантів напруженого стану. У рамках цього 
методу орієнтація кристалів вважається випадко-
вою. Було проведено 200 чисельних експеримен-
тів для 17-ти значень різноманітних концентрацій 
включень. Отримані результати для пружних кон-
стант статистично усереднюються, та встановлю-
ються залежності коефіцієнта Пуассона, модуля 
пружності та зсуву від концентрації включень 
(рис. 9). Як довірчий інтервал для розрахункових 
даних береться залежність (10), що для нормаль-
ного розподілу випадкової величини відповідає 
99,7% вірогідності потрапляння результатів до 
вказаної ділянки.

α = ±� � �� �M D3· ,                          (10)

де М та D – математичне очікування та диспер-
сія відповідних пружних констант.

Для апроксимації функції результатів залеж-
ності характеристик матеріалу генерованої мікро-

Рис. 8. Еквівалентні напруження фон Мізеса в мікроструктурі при 
різних видах навантажень: а – розтягнення вздовж X; б – розтягування 

вздовж Y; в – розтягнення вздовж X і Y; г – зсув в площині XY
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структури чавуну від включень графіту (рис. 9), 
використовується метод Polyfit бібліотеки NumPy. 
Параметрами функції виступають вектори кон-
центрації ψ в діапазоні [0.054, 0.3], та відповід-
ної усередненої характеристики матеріалу. Для 
даної задачі мінімізується поліном 2-го ступеню 
виду (11). Знайдені поліноміальні коефіцієнти для 
математичного очікування та середньо квадратич-
ного відхилення усереднених характеристик наве-
дені у табл. 3.

p x p x p x p( )= ⋅ + ⋅ +�� �0
2

1 2 ,                (11)

Усереднені результати за двомастами чисель-
ними експериментами для модуля пружності, кое-
фіцієнта Пуассона та модуля зсуву для 17-ти кон-
центрацій включень графіту наведено в табл. 4. 

Для оцінки достовірності, отримані результати 
порівнювались із результатами отриманими за 
допомогою правила суміші (12). Такий підхід дає 
можливість визначити оцінку верхньої та нижньої 
межі модуля пружності. Ці оцінки відповідають 
паралельним і перпендикулярним структурним 
елементам (рис. 10). З аналізу отриманих результа-
тів видно, що математичне очікування еквівалент-
ного модуля пружності знаходиться між верхньою  

та нижньою границею оцінки за правилом суміші, 
що підтверджує коректність побудованих моде-
лей. Однак із рис. 10 добре видно, що верхня межа 
довірчого інтервалу перевищує верхню оцінку 

                                 а                                                             б                                                          в
Рис. 9. Залежність пружних характеристик матеріалу від концентрації включень:  

а – модуль пружності Е(ψ); б – коефіцієнт Пуассона ν(ψ); в – модуль зсуву G(ψ)

Таблиця 3
Поліноміальні коефіцієнти для залежності характеристики матеріалу від концентрації включень

p2 p1 p0

M[Е(ψ]) 1.1377⋅1011 -2.4781⋅1011 2.0942⋅1011

M[ν(ψ)] -0.0429 0.2786 0.2998
M[G(ψ)] 8.8999⋅1010 -1.2099⋅1011 8.0398⋅1010

D Å ψ( ) 
-1.1078⋅1011 5.7541⋅1010 -5.7803⋅107

D ν ψ( )  -0.1555 0.1343 -4.0715⋅10-4

D G ψ( )  -4.6023⋅1010 2.7608⋅1010 1.0091⋅108

Таблиця 4
Пружні характеристики  

досліджуваного матеріалу
№ ψ Е, GPa ν G, GPa
1 0.054 196.27 0.315 74.20
2 0.057 195.96 0.317 73.50
3 0.060 194.94 0.317 73.60
4 0.065 193.78 0.318 72.90
5 0.070 192.27 0.318 72.20
6 0.075 191.34 0.320 71.80
7 0.080 189.97 0.321 71.30
8 0.085 189.27 0.325 70.80
9 0.090 188.49 0.325 70.20
10 0.100 186.09 0.327 69.00
11 0.135 177.51 0.336 65.90
12 0.150 174.88 0.343 64.60
13 0.170 170.88 0.345 62.30
14 0.185 167.20 0.351 60.90
15 0.200 164.44 0.352 59.70
16 0.250 154.53 0.368 55.30
17 0.300 145.35 0.379 52.40



Том 30 (69) Ч. 1 № 6 2019186

Вчені записки ТНУ імені В.І. Вернадського. Серія: технічні науки

Рис. 10. Верхня та нижня межі модуля пружності 
генерованої мікроструктури

модуля пружності. Це пояснюється тим, що пра-
вило суміші не враховує випадкову орієнтацію 
головних осей кристалів графіту, a порівняння 
можливе лише за середніми значеннями. Також це 
пояснюється тим, що реальні властивості графіту 
набагато складніші за ізотропні, що передбачає 
правило суміші.

E E Emax g f= ⋅ + −( ) ⋅ψ ψ1 ;

E
E Emin
g f

= +
−









−
ψ ψ1

1

,                      (12)

де ψ – концентрації в діапазоні [0.054, 0.3]; Eg – модуль 
пружності графіту; Ef – модуль пружності фериту.

Висновки. Під час роботи створено алгоритм 
дослідження пружних механічних властивостей 
високоміцного чавуну. Проведено розпізнавання 
сфероїдальних включень графіту на мікрострук-
турних зображеннях. Отримано залежності розмі-
рів включень від їхньої концентрації та запропоно-
вано методику штучної генерації мікроструктури 
чавуну. Проведено скінчено елементний аналіз 
створеної структурної моделі, отримані формули 
визначення модуля пружності, коефіцієнта Пуас-
сона та модуля зсуву. Побудовано залежності пруж-
них характеристик від вмісту включень графіту. 
Для оцінки результатів застосували правило суміші 
до усереднених показників модуля пружності. Спо-
стерігається схожість форми та характеру верхньої 
та нижньої меж очікуваних та отриманих вимірю-
вань. Результати чисельного моделювання пока-
зали добре співвідношення розрахункових значень 
коефіцієнта Пуассона, модуля пружності та зсуву з 
довідковими даними. 
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Shapovalova M.I., Vodka O.O. COMPUTER METHODS FOR CONSTRUCTING PARAMETRIC 
STATISTICALLY EQUIVALENT MODELS OF HIGH-STRENGTH CAST IRON 
MICROSTRUCTURE TO ANALYZE IT’S ELASTIC CHARACTERISTICS

The analysis of microstructure material is one of the important parts of the manufactured products quality 
control. The microstructural study allows obtaining information about the state of the material by the structure 
image and does not require additional equipment for testing the sample. The paper analyzes cast iron with the 
inclusion of spheroidal graphite. This material is widely used in mechanical engineering. Suspension axles, 
connecting rods, gears, shafts, braking elements are produced from ductile iron.

The paper proposes computer methods for constructing parametric statistically equivalent models  
of high-strength cast iron microstructure to analyze its elastic characteristics. The metallographic images  
of the material are studied using the OpenCV computer vision library. Contours of graphite inclusions are 
determined. Graphite is assumed to have a circular shape. The mathematical expectation and variance of 
the inclusions size are approximated. The dependence of the inclusions size and their concentration is found. 
According to this dependence, a statistically equivalent artificial microstructure of cast iron is generated.  
A finite element model is built to find the elastic characteristics of the material. It is accepted that ferrite is an 
isotropic material, and graphite has a hexagonal crystal lattice structure. The stress state is considered based 
on flat models. 

Two hundred numerical experiments are carried out for 17 values of the inclusions concentration. The 
results obtained for elastic constants are statistically averaged. The dependences of the Poisson coefficient, 
elastic modulus, and displacement on the concentration of inclusions are established. To assess the reliability 
of decisions, the mixture rule is applied. The results of the rule applying confirm the correctness of the 
constructed models. However, the upper boundary of the confidence interval exceeds the upper estimate of the 
elastic modulus. This result arises from the complexity of the real properties of the graphite material, and also 
because the orientation of the main axes of graphite crystal cannot be determined. Therefore, a comparison is 
possible only on average and value.

Key words: cast iron, microstructure, image processing, finite element method, material properties, elastic 
modulus.


